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CUPRINS

« procese Gaussiene (PG)
* matrice de covarianta si matrice kernel
- operatii care pastreaza proprietatea psd (pozitiv semidefinita)

* regresie cu procese Gaussiene




PROCESE GAUSSIENE (PG)

procese stochastice: o colectie de variabile aleatoare care poarta
informatie despre timp/spatiu (serii de timp aleatoare)

PG sunt procese stochastice care au proprietatea ca orice colectie finita
(sau esantionare finita) de variabile aleatoare are o distributie
Gaussiana (in general multivariata)

definitia matematica: Pentru orice set S, un PG pe S este un set de
variabile aleatoare {Z,|t € S} astfel incat pentru orice n € N si pentru
orice {t,,t, ..., 1,} € Savemcavectorul |[Z, Z, ... Z ] este
esantionat din dlstrlbutle Gaussiana

exemple din lumea reala:

* miscari aleatoare: miscarea Browniana, drumuri aleatoare
(random walks)

« semnale audio si video
« semnale biologice/medicale colectate (EKG, EEG, etc.)
 cotatiile actiunilor pe bursa




REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA
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REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA
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REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA
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REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA
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REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA
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(277)d/2
« 2 trebuie sa fie simetrica si pozitiv definitd (pd) = pozitiv semidefinita +
inversabila
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REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA

N, Z) = : det(Z)~"?exp (—l(x - x - M)>
’ (27)d/2 9)

« 2 trebuie sa fie simetrica si pozitiv definita (pd) = pozitiv semidefinita +
inversabila

toate valorile proprii sunt pozitive
x'Tx > 0, Vx

toti determinantii principali sunt pozitivi
matricea are structura X = ATA

https://en.wikipedia.org/wiki/Multivariate_normal_distribution



REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA

- vise da ./ (u,X), cum esantionati din aceasta distributie?




REVIEW DISTRIBUTIA GAUSSIANA

vi se da /4 (u, X), cum esantionati din aceasta distributie?

pasul 1: 2 = UAU? (descompunerea valorilor proprii)

pasul 2: X = U\/Xn + u, n ~ A(0,I)

decix ~ N (u, )




PROCESE GAUSSIENE (PG)

« primul exemplu: linii generate aleator
 linii care trec prin origine

- S=R,z,=tw, w~ J(0,1)

e dece este_ PQ?

< Hw [
.2 — 2 — 2 W= aw
s L,w l,

« 0 combinatie liniara de variabile Gaussiene este o Gaussiana




PROCESE GAUSSIENE (PG)

« primul exemplu: linii generate aleator
 linii care trec prin origine

- S=R,z,=tw, w~ J(0,1)

* cum arata grafic acest PG?
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PROCESE GAUSSIENE (PG)

matrice de covarianta, exemple:
liniar: S = RY, u(x) =0, k(x,y) = x'y

miscare Browniana: S = [0,00], u(?) = 0, k(s, f) = min{s, t}

exponentlala patrata:
$ =R, u(x) = 0, k(x,y) = exp(=allx = y|3), a > 0

Ornstein-Uhlenbeck:
= [0,00], u(t) =0, k(s,t) = exp(—a|s —t]),a >0

periodic:
S =R, u(x) =0, k(x,y) = exp(—a sin’(fz(x — y))),a,f > 0

simetric:

S =R, ux) =0, k(x,y) = exp(—a(minf{ |x — y|, |x+y| D),




PROCESE GAUSSIENE (PG)

« exemplu de esantionare prin PG

alegem covarianta, e.g., liniar: S = R%, u(x) =0, k(x,y) =x'y

- stabilim intervalul de lucru, e.g., x,y € [—1,1]

- calculdam matricea de covarianta ¢;; = k(x;, ;)

« esantionam cu din Gaussiana cu matricea de covarianta C si medie O
ca sa obtinem vectorul 7

- afisam pentru x € [—1,1] valorile din




PROCESE GAUSSIENE (PG)

liniar: S = RY, u(x) =0, k(x,y) = x'y
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PROCESE GAUSSIENE (PG)

miscare Browniana: S = [0,00], u(?) = 0, k(s, f) = min{s, t}
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PROCESE GAUSSIENE (PG)

exponentlala patrata:
S =R, u(x) = 0, k(x,y) = exp(=alx - y||3), a > 0
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PROCESE GAUSSIENE (PG)

Ornstein-Uhlenbeck:
S = [0,00], u(®) = 0, k(s, 1) = exp(—a|s—1t|),a >0
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PROCESE GAUSSIENE (PG)

» periodic:
S =R, u(x) =0, k(x,y) = exp(—a sin’(fz(x — y))),a, > 0
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PROCESE GAUSSIENE (PG)

simetric:
S =R, u(x) =0, k(x,y) = exp(—a(min{ |[x — y|, |x +y| })?),a >0
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PROCESE GAUSSIENE (PG)

« operatii care pastreaza proprietatea de pozitivitate (positive definite)
1. ak(x,y),a >0
2.ki(x,y) + ky(x,y)
3. ki(x,y) X ky(x,y)
4. p(k(x,y)), pentru orice polinom pozitiv

5. exp(k(x, y))_
6. f(x)k(x, y)f(y), pentru orice functie

« care din operatiile de mai sus par mai “nenaturale”™?




PROCESE GAUSSIENE (PG)

« operatii care pastreaza proprietatea de pozitivitate (positive definite)
1. ak(x,y),a >0
2.ki(x,y) + ky(x,y)
3. ki(x,y) X ky(x,y)
4. p(k(x,y)), pentru orice polinom pozitiv

5. exp(k(x, y))_
6. f(x)k(x, y)f(y), pentru orice functie

« care din operatiile de mai sus par mai “nenaturale”™?
* pentru ca e inmultirea element cu element intre doua matrice

* se numeste produsul Hadamard




PROCESE GAUSSIENE (PG)

* una dintre operatiile care pastreaza proprietatea de pozitivitate (positive
definite): k(x, y) + ky(x,y)

« demonstratie:
. covarianta pentru k; este C = (¢;) = kj(x;, x;), C = ATA
. covarianta pentru k, este D = (dl-j) = ky(x;, x;), D = B'B
- produsuleste: E= CO D = (¢;) = (¢;d;)
- E este simetric, e clar
« dar este E pozitiv definit?




PROCESE GAUSSIENE (PG)

* una dintre operatiile care pastreaza proprietatea de pozitivitate (positive definite):
ki(x, y) + ky(x, y)

« demonstratie:
. covarianta pentru k; este C = (cl-j) = k;(x;, xj), C=ATA
. covarianta pentru k, este D = (a’l-j) = K, (x;, xj), D =B'B
- produsuleste: E=COD = (¢;) = (cijdl-j)
« L este simetric, e clar
« dar este E pozitiv definit?
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REGRESIE CU PROCESE GAUSSIENE (RPG)

 nisedaun set de date
- D= {(x1’y1)7 (x2’y2)7 ---a(xnayn)}axi S Rd,);i SHIN

- definim variabilele aleatoare: Y}, ..., Y, Y; = Z, +¢;

. si impunem structura Z, = x’ w s3 fie un PG pe S = R¢

Gaussian Process
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REGRESIE CU PROCESE GAUSSIENE (RPG)

- ZeRNZ ~ N(u,K), e € R" ~ /(0,6°T)
« cele doua Gaussiene sunt independente

e Y=Z+¢e,Y~N(uK+6T)=N(u,C)

- din aceasta Gaussiana, observam unele elemente iar altele trebuie
prezise

« consideram ca datele sunt partitionate in doua seturi: ce observam si ce
vrem sa prezicem

« vrem sa prezicem pentru setul & = {1,...,7}
- avem la dispozitie setul B = {£ + 1,...,n}
Y
variabilele aleatoare sunt partitionate: Y = Yd]
B
* media si matricea de covarianta sunt partitionate:
Mo _ Cog Cuz
po= C=




REGRESIE CU PROCESE GAUSSIENE (RPG)

* ideea de baza: o Gaussiana conditionata de o alta Gaussiana este din
nou o Gaussiana

o pdf(Yy| Y4 =yg) = N (m,D)

o m=py+ CypCliu(Ve — Hy)
+ D=Cyy— Cﬂ@Cé%@ngd

- modelul nostru: ¥; = Z, + €;

- unde avem punctele (setul %), pe restul intervalului esantionam

aaaaaaa Process
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C. E. Rasmussen and C. K. |. Williams, Gaussian Processes for Machine Learning, https://gaussianprocess.org/gpmi/



https://gaussianprocess.org/gpml/

REGRESIE CU PROCESE GAUSSIENE (RPG)
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from the Mauna Loa Observatory
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https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/gaussian_process/plot_gpr_co2.html



https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/gaussian_process/plot_gpr_co2.html

REFERINTE

« (Gaussiene conditionale

https://www.youtube.com/watch?v=31glL A7|PtEc

* Resurse suplimentare

https://www.youtube.com/watch?v=4vGiHC35j9s

https://www.youtube.com/watch?v=nZovtJ6870U



https://www.youtube.com/watch?v=31gLA7jPtEc
https://www.youtube.com/watch?v=4vGiHC35j9s
https://www.youtube.com/watch?v=nZovtJ6870U

DATA VIITOARE

« prezentari de proiecte







